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Abstract. Teori Ramsey adalah salah satu topik penelitian dalam teori
graf yang sedang berkembang pesat, dan mempunyai banyak aplikasi.
Salah satu teorema dari Teori Ramsey diperkenalkan oleh Frank Plump-
ton Ramsey [11], pada tahun 1930, dalam salah satu papernya berjudul
”On a problem of formal logic. Pada awalnya, Ramsey memulai teore-
manya dalam versi takberhingga lalu kemudian meneruskannya dalam
versi berhingga dengan argumentasi yang sama dan padat. Teorema
Ramsey tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:
Untuk setiap bilangan bulat positif n, r dan k terdapat bilan-
gan bulat M0 sedemikian sehingga, jika m ≥ M0 dan semua k-
subhimpunan dari suatu m-himpunan Γm dikelompokkan (menu-
rut sebarang aturan) ke dalam kelas-kelas yang saling lepas Ci, i =
1, 2, 3, . . . , r, maka Γm akan memuat suatu n-subhimpunan ∆n
dengan semua k-suhimpunan dari ∆n menjadi anggota dari Ci
yang sama.
Pada tahun 1935, Erdos P. dan Szekeres [3] mengaplikasikan teori Ram-
sey kedalam teori graf, yakni dengan mengambil k = 2. Sejak itu dike-
nallah adanya teori Ramsey dalam teori graf. Hasil kajian teori Ramsey
dalam graf ini adalah adanya definisi bilangan Ramsey klasik yang kemu-
dian memunculkan definisi bilangan Ramsey dua warna dan multiwarna.
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1 Introduction
Salah satu teorema dari Teori Ramsey ini diperkenalkan oleh
Frank Plumpton Ramsey [11], pada tahun 1930, dalam salah satu pa-
pernya berjudul ”On a problem of formal logic. Pada awalnya, Ram-
sey memulai teoremanya dalam versi takberhingga lalu kemudian
meneruskannya dalam versi berhingga dengan argumentasi yang sama
dan padat. Teorema Ramsey tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:
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Untuk setiap bilangan bulat positif n, r dan k terdapat bilan-
gan bulatM0 sedemikian sehingga, jika m ≥M0 dan semua k-
subhimpunan dari suatum-himpunan Γm dikelompokkan (menu-
rut sebarang aturan) ke dalam kelas-kelas yang saling lepas
Ci, i = 1, 2, 3, . . . , r, maka Γm akan memuat suatu n-subhimpunan
∆n dengan semua k-suhimpunan dari ∆n menjadi anggota
dari Ci yang sama.
Jika r-kelas yang saling lepas direpresentasikan oleh r-warna dan
[m]k melambangkan semua subhimpunan dengan k anggota dari
himpunan yang terdiri dari m anggota ([m]k = {Y : Y ⊂ Γm, |Y | =
k}), maka teorema Ramsey di atas dapat dituliskan seperti berikut:
Untuk setiap bilangan bulat positif n, r dan k terdapat bilan-
gan bulat M0 sedemikian sehingga, jika m ≥ M0 dan [m]k
diwarnai dengan r − warna, maka terdapat suatu [n]k yang
monokhromatik.
Dalam [4], R. L. Graham dkk. menyebutkan bahwa terdapat be-
berapa teorema yang serupa dengan teorema Ramsey di atas, di-
antaranya: teorema Van der Waerden, teorema Schur dan teorema
Rado pada Teori Bilangan, serta teorema Graham-Leeb-Rothschilld
pada ruang metrik dimensi-n. Teorema-teorema di atas sesungguh-
nya memberikan informasi tentang eksistensi keteraturan dalam keti-
dakteraturan.
Apabila Γm pada teorema Ramsey dipandang sebagai suatu sis-
tem dengan m objek, dan [n]k sebagai suatu keteraturan pada ∆n,
maka pertanyaan yang muncul adalah berapa nilai M0 terkecil da-
pat diambil, sehingga di dalam setiap pengelompokan [m]k kedalam
r kelas yang saling lepas, akan selalu ada kelas yang memuat keter-
aturan [n]k. Untuk sebarang bilangan n, r, k, penentuan nilai M0
terkecil merupakan kajian yang telah mendapat perhatian banyak
orang. Selanjutnya, bilangan M0 yang paling kecil disebut bilangan
Ramsey (Ramsey number).
Pada tahun 1935, Erdos P. dan Szekeres [3] mengaplikasikan teori
Ramsey kedalam teori graf, yakni dengan mengambil k = 2 dan
r = 2. Sebelum membahas aplikasi teorema Ramsey kedalam teori
graf terlebih dahulu diberikan definisi mengenai graf sebagai berikut:
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Graf G(V,E) adalah suatu sistem yang terdiri dari himpunan
titik berhingga tak kosong V = V (G) dan himpunan sisi E =
E(G), yaitu himpunan pasangan tak terurut dari anggota-
anggota V .
Misalkan G(V,E) adalah suatu graf. Jika e = uv ∈ E(G), maka
u disebut tetangga dari v, demikian juga sebaliknya. Banyaknya
titik yang bertetangga dengan v disebut sebagai derajat dari v,
dan dinotasikan δ(v). Graf F disebut komplemen dari graf G bila
V (F ) = V (G) dan uv ∈ E(F ) jika dan hanya jika uv 6∈ E(G).
Komplemen dari graf G dinotasikan dengan G. Graf G dengan n
titik dan setiap dua titiknya bertetangga disebut graf lengkap, dan
dinotasikan Kn.
Berdasarkan definisi di atas, pengambilan k = 2 ( setiap 2 −
subhimpunan) dapat dipandang sebagai sisi pada graf, sehingga [m]2
dapat dipandang sebagai graf lengkap Km. Pengelompokan kedalam
r kelas saling lepas, menyatakan pewarnaan sisi-sisi pada Km dengan
r warna berbeda. Akibatnya, koleksi [n]2 yang monokhromatik dapat
dipandang sebagai subgraf lengkap Kn dari Km yang setiap sisinya
berwarna sama. Dengan demikian teorema Ramsey dalam bahasa
graf dapat ditulis sebagai berikut:
Untuk setiap bilangan bulat n, terdapat bilangan bulat M0
sedemikian sehingga jika m ≥ M0, maka setiap pewarnaan
r warna pada sisi-sisi graf lengkap Km akan memuat subgraf
lengkap Kn yang semua sisinya berwarna sama.
Khususnya untuk pengambilan r = 2 pada teorema Ramsey,
menghasilkan bilangan Ramsey dua-warna M0 untuk nilai n, dan
dinotasikan R(n) = R(n, n) atau R(Kn, Kn). Selanjutnya, bilangan
bulat n pada teorema Ramsey, dapat diganti dengan dua bilangan
bulat n1 dan n2 sehingga menghasilkan konsep bilangan Ramsey
dua-warna R(n1, n2).
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2 Bilangan Ramsey klasik dan bilangan
Ramsey multiwarna
Pengambilan r = 2 pada teorema Ramsey, menghasilkan bilan-
gan Ramsey dua-warna M0 untuk dua bilangan bulat n1 dan n2
menghasilkan konsep bilangan Ramsey dua-warna R(n1, n2). Bilan-
gan Ramsey R(n1, n2) disebut sebagai bilangan Ramsey klasik. Sam-
pai saat ini, untuk bilangan Ramsey klasik R(n1, n2), hanya sembi-
lan yang diketahui. Empat diantaranya: R(3, 3) = 6, R(3, 4) = 9,
R(3, 5) = 14 dan R(4, 4) = 18, diberikan oleh Greenwood dkk. [5].
Kery [8] menunjukkan bahwa R(3, 6) = 18. Dalam [7], Kalbfleisch
membuktikan bahwa R(3, 7) = 23, dan Grinstead dkk. [6] memper-
oleh R(3, 8) = 28 dan R(3, 9) = 36. Bilangan Ramsey klasik terbaru
adalah R(4, 5) = 25, dihasilkan oleh McKay dan Radziszowski [9]
dengan mengunakan komputer. Selain kesembilan bilangan Ramsey
klasik tersebut, untuk bilangan Ramsey klasik lainnya yang dike-
tahui barulah batas atas dan batas bawahnya.
Penentuan bilangan Ramsey klasik R(n1, n2) merupakan masalah
yang sangat sulit. Karena itu, pada perkembangan selanjutnya ka-
jian dalam masalah ini tidak hanya dibatasi pada graf lengkap saja,
tetapi diperluas dalam bentuk graf yang lebih umum. Perluasan kon-
sep bilangan Ramsey untuk graf lengkap R(n1, n2) menjadi konsep
bilangan Ramsey graf yang lebih umum, dilakukan sebagai berikut:
Diberikan sebarang dua graf G dan H, bilangan Ram-
sey R(G,H) adalah bilangan bulat terkecil n sedemikian
sehingga untuk setiap graf F dengan n titik memenuhi sifat
berikut: F memuat graf G atau komplemen (F ) dari F memuat
H.
Studi perluasan di atas pertama kali dilakukan oleh V.Chvatal
dan F. Harary [2]. Beberapa peneliti lain juga melakukan kajian per-
luasan tentang bilangan Ramsey klasik dalam arah yang berbeda-
beda, diantaranya: Grennwood dkk. [5], memperluas bilangan Ram-
sey klasik dua-warna R(n1, n2) menjadi multi-warna R(n1, n2, ..., nr).
Graham dkk. [4] memperkenalkan bilangan Ramsey bipartit Rb(Km,n, Kl,s),
yang kemudian diperluas oleh Burger dan Vuuren [1] menjadi bilan-
gan Ramsey multipartit mj(Kn×l, Km×s). Perluasan bilangan Ram-
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sey R(G,H) menjadi bilangan Ramsey planar PR(G,H) dilakukan
oleh Steinberg dan Tovey [12].
Di dalam [2], Chvatal dan Harary memberikan batas bawah un-
tuk R(G,H), hasilnya dapat dilihat pada teorema berikut.
Theorem 1. Misalkan χ(H) adalah bilangan kromatik graf H dan
C(G) adalah banyaknya titik pada komponen terbesar graf G. Maka
R(G,H) ≥ (χ(H)− 1)(C(G)− 1) + 1.
Pandang graf F := (χ(H) − 1)KC(G)−1. Graf F terdiri atas
χ(H)−1 graf lengkap dengan kardinalitas masing-masing C(G)− 1.
Dengan demikian, F tidak memuat graf terhubung yang berorde pal-
ing sedikit C(G). Akibatnya, F tidak memuat G. Komplemen dari F
yaitu F adalah graf multipartitK(χ(H)−1)×(C(G)−1). JelasK(χ(H)−1)×(C(G)−1)
terdiri dari χ(H)−1 partisi, sehingga tidak memuat graf dengan bi-
langan kromatik χ(H). Jadi, F tidak memuat H. Karenanya, diper-
oleh R(G,H) ≥ |F |+ 1 = (χ(H)− 1)(C(G)− 1) + 1.
Setelah Chvatal dan Harary memberikan batas bawah untuk bi-
langan RamseyR(G,H), maka sejak itu pula banyak peneliti mengkaji
masalah tersebut, yang menghasilkan kurang lebih 403 paper (lihat
survey S. P. Radziszowski (2004) [10]). Dari sekian banyaknya hasil
tersebut, salah satu topik yang banyak diminati adalah bilangan
Ramsey untuk kombinasi graf pohon dengan graf lainnya. Namun se-
belum membahas mengenai bilangan Ramsey untuk kombinasi graf
pohon tersebut, terlebih dahulu diberikan beberapa definisi sebagai
berikut:
Berikut ini disajikan beberapa definisi dari berbagai jenis graf
tertentu. Lintasan (path) P dengan n titik, n ≥ 1 adalah graf yang
titik-titiknya dapat diurutkan dalam suatu barisan u1, u2, . . . , un sedemikian
sehingga E(P ) = {uiui+1 : i = 1, . . . , n − 1}. Graf G dikatakan ter-
hubung jika untuk setiap dua titik u dan v pada graf tersebut ter-
dapat suatu lintasan yang memuat u dan v. Siklus Cn adalah graf
dengan V (Cn) = V (Pn) dan E(Cn) = E(Pn) ∪ {v1vn}. Pohon Tn
adalah graf terhubung berorde n yang tidak memuat siklus. Sedan-
gkan bintang adalah pohon yang mempunyai satu titik berderajat
n−1 dan titik lainnya berderajat satu, dinotasikan dengan Sn. Roda
Wk adalah suatu graf yang dibentuk dari siklus Ck dengan menam-
bahkan satu titik, sebut x, dan menambahkan k sisi dari titik x ke
semua titik di Ck.
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Graf pohon Tn adalah graf terhubung dengan n titik yang tidak
memuat siklus. Titik-titik berderajat satu pada pohon disebut seba-
gai daun.
Theorem 2. Misalkan Tn adalah pohon dengan n titik dan Km adalah
graf lengkap dengan m titik. Jika n,m ≥ 2, maka R(Tn, Km) =
(n− 1)(m− 1) + 1.
Menurut Teorema 1, R(Tn, Km) ≥ (n−1)(m−1)+1. Selanjutnya
akan ditunjukkan R(Tn, Km) ≤ (n − 1)(m − 1) + 1. Pembuktian
menggunakan induksi pada n + m. Perhatikan bahwa jika m = 2
atau n = 2 maka hasilnya trivial. Asumsikan Teorema benar untuk
n+m− 1, sehingga:
(i). R(Tn, Km−1) ≤ (n− 1)((m− 1)− 1) + 1.
(ii). R(Tn−1, Km) ≤ ((n− 1)− 1)(m− 1) + 1.
Akan ditunjukkan Teorema benar untuk m+ n. Ambil sebarang
graf F dengan |F | = (n − 1)(m − 1) + 1. Menurut (i) diperoleh F
memuat Tn atau F memuat Km−1. Jika F memuat Tn maka bukti
selesai. Angaplah F tidak memuat Tn, maka F memuat Km−1. Se-
but A = V (Km−1) dan H = V (F )\A. Jelas |H| = ((n − 1) −
1)(m − 1) + 1, sehingga menurut (ii) diperoleh F [H] memuat Tn−1
atau F [H] memuat Km. Jika F [H] memuat Km, maka bukti sele-
sai. Misalkan F [H] tidak memuat Km, maka F [H] memuat Tn−1.
Tulis B = V (Tn−1). Perhatikan hubungan antara titik di A den-
gan B. Perhatikan b ∈ B. Jika ba ∈ E(F ) untuk suatu a ∈ A
maka {a}∪B membentuk Tn di F , kontradiksi. Jadi ba /∈ E(F ) un-
tuk setiap a ∈ A. Akibatnya, diperoleh {b} ∪ A membentuk Km
di F . Dengan demikian, Teorema benar untuk n + m, sehingga
R(Tn, Km) ≤ (n−1)(m−1)+1. Jadi R(Tn, Km) = (n−1)(m−1)+1.
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